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die entweder sich unbegrenzt fortsetzen laBt oder einmal abbricht, indem
B, (z) =1 wird. Nun folgt, indem man mit den in der Kette (3) auftretenden
a,, r, den Kettenbruch (1) bildet, aus (3) die formale Identitit

4 [§ — 1 alx | . a}.xul s’Bl(x) AA.— (Z‘) + a),x‘r" A;‘_o (:L‘)
(d) IBO .’l}) + l 1 + + !“Bl(m) EB;,(Z) Bl—l (x) + almrl BL—z (:L‘)
oaer also

Ay ()
s']30(x) _Bi—i(x) -

(— 1A-1a @, - - gyant et ot
By 1 (@) [B2(2) By (2) + 12" By ()]
Das besagt aber, daB die Ta,ylorsche Reihe fiir den Naherungsbruch it

ey~

mit der Reihe P,(z) bis zur Potenz z™ ! {ibereinstimmt, so daB die Relhe
Po(x) den Kettenbruch zum korrespondierenden hat; es gilt also
a, x| a2 x|

Bola) ~ 1+ P74 AT

Ebenso ergibt sich aber auch, indem man die Kette (3) erst mit der (v -+ 1)ten
Gleichung beginnen 1i8t,
7. Ty
Bo(m) L4 P g B
Somit erhalten wir den
Satz 3.5. Zu jeder Potenzreihe By(x) mit dem konstanten Glied 1 gibt es einen und

nur einen korrespondierenden Kettenbruch. Man findet ihn, indem man durch
sukzessive Reziprokenbildung die formale Gleichungskette
- ay xn _ @y X2 _ Qg 73
(A) sB()(x) 1+$ (33)’ ‘Bl(x)_l—l‘ﬂsz(x): %2(x)_1+m’ LR
aufstellt, die entweder unendlich ist oder mit einer Formel B, (x) = 1 endet. Es gilt
dann die Formel
a,x l|

(B) Bole) ~ 1+ 7 4

und allgemeiner (im Fall der Endlichkeit nur fiir v < n)

(C) ?Bv x) ~1 + Iv.;.lf;«'"“' | + rv+2lx’v+2| 4

Umgekeh?'t zieht die Korrespondenzformel (B) stets die Ewistenz einer Kette von
Potenzreihen B,(x), Ba(x), ... nack sich, fir die die formalen Identititen (A)
bestehen. Zugleich gelten dann die Formeln (C).

Insbesondere erkennen wir hieraus
Satz 3.6. Aus irgend zwei der drei Formeln

a, z"|

- @z | ez

B~ 1l Bl
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Bo(x) =1+ B, @)

folgt stets die dritte. Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Kettenbriiche unendlich sind
oder endlich und mit dem gleichen Glied schliefend.
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SchlieBlich gilt noch als Umkehrung von Satz 3.1 der

Satz 3.7. Ist Ry(x) die Taylorsche Reihe fiir eine rationale Funktion, so ist der
korrespondierende Kettenbruch endlich.

Po(“«‘)

Beweis. Sei Bo(z) = -y Wo P (x) und P, (z) Polynome mit dem konstanten
l
Glied 1 sind. Aus By(z) =1 + L "13 ( ) ~ folgt dann
a2t gzt Pi(z) Py(x)
©®) Bl = g — 17 Pye) — @)~ Pula)

wo auch P,(z) ein Polynom mit dem konstanten Glied 1 ist. Durch Fortsetzung
des Verfahrens kommt allgemein
P, (z)

513,,(:):) - Py () ’

wo alle Polynome P,(x) das konstante Glied 1 haben. Ist p, der Grad von P,(x),
so folgt aus (5)

ps < Max (py, py) — 1 = Max (po, p1) — 1,
und analog ist auch p; < Max (p,, p;) — 1 < Max (p,, p,) — 1; also schlieBlich

Max (p,, p3) < Max (p,, p1) — L.
Ebenso ist dann auch

Max (py, ps) < Max (p,, ps) — 1 = Max (py, p1) — 2,

usw. Aus dieser (nicht notwendig monotonen) Gradabnahme erkennt man, dafl
der ProzeB einmal zu Ende gehen muB.

II1. Die bisherigen Entwicklungen stammen von Leighton and Scott 1. Das in
Satz 3.5 angegebene Verfahren, um zu einer Potenzreihe $,(x) den korrespon-
dierenden Kettenbruch zu finden, beweist zwar die Existenz, ist aber praktisch
sehr miithsam, da man fortgesetzt zu Potenzreihen die reziproken Reihen bilden
muBl. Nach E. Frank 1 148t es sich durch ein wesentlich einfacheres ersetzen,
bei dem man ohne jede Division auskommt. Zuniichst ist namlich By(x) =1,
B,(x) =1, und a, z" ist das erste nicht verschwindende Glied in der gegebenen
Potenzreihe B,(x) — 1. Die folgenden Teilzihler des korrespondierenden Ketten-
bruches ergeben sich dann rekurrent aus dem

Satz 3.8. Wenn von dem korrespondierenden Kettenbruch einer Potenzreihe Ry(x)
die Teilziihler ayz™, . . ., a,a™ und folglich auch die Niherungsnenner By (), ...,
B, (x) bereits bekannt sind, so erhilt man den nichsten Teilzihler a, . x™+ einfach
dadurch daf man in der Produktreihe Wo(x)B,(x) das erste Glied sucht, dessen
Exponent grofer als r, + - - - + 1, 1st. D@eses G’lzed ist gleich

(— 1%y Gy g e,
so daB man mit ihm sofort a,,, wnd r1,,, und dann aus der Formel
B,,, = B, + a, 21 B,_, auck B, (x) kennt. (E. Frank 1.)

Beweis. Die Entwicklung von R, (x) — ”2 ;
A =n 4+ 1 mit dem Glied

(—1)ay - G 2T

beginnt nach Formel (2) fir



