
Codierung von QAM-Signalen

Dr.-Ing. Klaus Huber
Sesenheimer Str. 21

10627 Berlin

Hochschule der Bayerischen Wirtschaft
07.05.2014

1



- Übersicht

- Kanalkapazität

- Blockcodes

- QAM Modulation

- Fermats Zwei Quadrate Satz

- Mannheim Distanz

- izyklische Codes

2



Übersicht
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Nachrichten-
quelle

- Kanal - Nachrichten-
senke

Kanalkapazität C:
Gibt an mit welcher Datenrate prinzipiell
Nachrichten fehlerfrei übertragen werden können.

Gängigste Kanäle:
Binärer symmetrischer Kanal

C = 1 + p ldp + (1− p) ld(1− p)

AWGN Kanal

C = W log(1 +
S

N
)
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Blockcode C: Menge von Codewörtern.

Codewort: Vektor mit n Zeichen

. . . . . .
� k -� n−k -

Zu k Informationszeichen aus einem Alpha-
bet werden n− k Prüfzeichen hinzugefügt.

Charakterisierung durch Zahlentripel: [n, k, d]

d: Distanz, die angibt wie sehr sich je zwei
Codeworte voneinander unterscheiden

Beispiel: C = {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}
Binärer Code mit zwei Codeworten.
Distanzfunktion: Hammingdistanz
Die Hammingdistanz gibt die Anzahl der
Stellen an, an denen sich zwei Codeworte
mindestens unterscheiden.

⇒ Code ist ein binärer [3, 1, 3]-Code.
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Kanal mit Codierung:

Quelle -Codierer -Kanal -Decodierer -Senke

m c r ĉ m̂

0 000 010 000 0

Aufgabe des Decodierers ist, das Codewort
c zu finden, das dem empfangenen Vektor r
am ”nächsten”ist.

Im Beispiel ist die Hammingdistanz zwischen
r und (0, 0, 0) gleich 1 und zwischen r und
(1, 1, 1) gleich 2, sodass sich der Decodierer
für (0, 0, 0) also für das gesendete Bit 0 ent-
scheidet.

Beispiele guter binärer Codes mit kurzer Länge:
[7, 4, 3], [15, 11, 3], [16, 8, 5], [23, 12, 7]
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Zur Übertragung von 0101 . . .

0: sende f (t) = sinωt -

6

t

T� -

1: sende f (t) = − sinωt -

6

t

-

6 0 1 0 1 . . .

t

entsprechende Signalkonstellation: -r
−
√
ES

r
√
ES

ES =
∫ T

0
f(t)2dt

Fehlerrate bei der Übertragung hängt ab vom
Abstand der Signalpunkte.
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Um Datenrate zu erhöhen:

i. fi(t) = ai sinωt

Signalkonstellation: -r r r r

Bei gleicher Sendeleistung: höhere Fehler-
wahrscheinlichkeit.

ii. eine Dimension höher gehen

00: sende sinωt + cosωt
01: sende sinωt− cosωt
10: sende −sinωt + cosωt
11: sende −sinωt− cosωt

-

6r

r

r

r
Signalkonstellation: 4-QAM
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16-QAM

-

6

r r r r
r r r r
r r r r
r r r r

64-QAM

-

6

r r r r r r r rr r r r r r r rr r r r r r r rr r r r r r r rr r r r r r r rr r r r r r r rr r r r r r r rr r r r r r r r

16-QAM: jeder Signalpunkt überträgt 4 Bit

64-QAM: jeder Signalpunkt überträgt 6 Bit

Rückgewinnung der Information:

f (t) = m1 · sinωt + m2 · cosωt

f (t)→
-

-
∫ f (t) sinωt dt
∫ f (t) cosωt dt

-

-

m1

m2
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16-QAM

-

6

b b b b
b b b b
b b b b
b b b b

s
⇒ -

6

b b b b
b b b b
b b b b
b b b bs

A
AAK

In Beispiel: Der gesendete Signalpunkt wird
zu einem Nachbarsignalpunkt verfälscht.

Blockcodes mit der Hammingdistanz sind
zur Codierung von QAM-Signalen nicht ge-
eignet.

Geeignet ist die Euklidische Distanz, die al-
gebraisch schlecht handhabbar ist.

Gut geeignet: Mannheim Distanz
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Modulo-Rechnung:
Allseits bekannt von Uhrzeit und Kalender

Wenn man modulo von Primzahlen p rech-
net erhält man sogenannte endliche Körper.

Endliche Körper sind besonders beliebt in
der Codierung, da man damit besonders ef-
fiziente Codes konstruieren kann, die einfach
codiert und decodiert werden können.

Endliche Körper mit p Elementen werden
oft mit GF (p) bezeichnet.

einfachstes Beispiel: p = 2

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1
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weiteres Beispiel: p = 3

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

· 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

GF (3) = {0, 1, 2} mit Addition und Multi-
plikation modulo 3 ist ein endlicher Körper.

Andere Darstellungsform: GF (3) = {−1, 0, 1}
+ 0 1 -1
0 0 1 -1
1 1 -1 0
2 -1 0 1

· 0 1 -1
0 0 0 0
1 0 1 -1
-1 0 -1 1

Für Codierung von QAM-Signalen ist eine
zweidimensionale Darstellung von endlichen
Körpern besonders interessant.
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Fermats berühmter Zwei-Quadrate-Satz:

Jede Primzahl der Form p ≡ 1 mod 4 lässt
sich im wesentlichen eindeutig als Summe
von zwei Quadraten darstellen.

p = a2 + b2

Beispiele:

5 = 22 + 12

13 = 32 + 22

17 = 42 + 12

29 = 52 + 22

37 = 62 + 12

41 = 52 + 42
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Zweidimensionale Darstellung von GF (p) und
Mannheim Distanz
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Die Mannheim Distanz

Sinn: algebraischer Zugang für Blockcodes
über QAM-Signalkonstellationen.

⇒ bessere, effizientere Blockcodes

Mannheim Distanz = Manhattan Distanz
modulo eines zweidimensionalen Gitters

In Beispiel auf voriger Seite:

Manhattan Distanz von A und B:

dManhattan(A,B) = 3 + 1 = 4

Mannheim Distanz von A und B:

dMannheim(A,B) = 1

Distanzberechnung modulo mod4 + ı.
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Block Codes für die Mannheim Distanz
p [n, k, dM ]

13 [3, 1, 5]
[3, 2, 3]

17 [4, 1, 8]
[4, 2, 4]
[4, 3, 3]

29 [7, 1, 19]
[7, 2, 7]
[7, 3, 7]
[7, 4, 6]
[7, 5, 4]
[7, 6, 3]

37 [9, 1, 24]
[9, 2, 17]
[9, 3, 15]
[9, 4, 6]
[9, 5, 6]
[9, 6, 6]
[9, 7, 3]
[9, 8, 3]

41 [10, 1, 30]
[10, 2, 17]
[10, 3, 17]
[10, 4, 14]
[10, 5, 11]
[10, 6, 8]
[10, 7, 6]
[10, 8, 4]
[10, 9, 3]

Alle Codes sind izyklische Codes.

16



Beispiel: izyklischer [3, 1, 5] Code über GF (13)
Codeworte sind das Nullwort:

- - -

6 6 6

c c c c cc c c
c c c

c

c
s s sc c c c cc c c

c c c
c

c
c c c c cc c c

c c c
c

c

sowie die 12 izyklischen Verschiebungen von:

- - -

6 6 6

c c c c cc c c
c c c

c

c
s c c c c cc c c

c c c
c

c
s

�
�
�	

c c c c cc c c
c c c

c

cs

�
�
�	

- - -

6 6 6

c c c c cc c c
c c c

c

c
s c c c c cc c c

c c c
c

cs

�
�
�	

c c c c cc c c
c c c

c

cs

�
�
�	

- - -

6 6 6

c c c c cc c c
c c c

c

cs
c c c c cc c c

c c c
c

cs

�
�
�	

c c c c cc c c
c c c

c

c
s

�
�
�	

- - -

6 6 6

c c c c cc c c
c c c

c

cs

...

c c c c cc c c
c c c

c

c
s

...

c c c c cc c c
c c c

c

c
s

...
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Mit dem [3, 1, 5] Code können zwei
Einzelfehler der Gestalt

b b
b

b
r - b b

b

b
r6 b b

b

b
r� b b

b

b
r
?

oder ein Doppelfehler der Gestalt

b b b
b b b b b

b b b
b

b

r����@
@@I

�
��	

@
@@R

-

6

�

?

korrigiert werden.

(Das heißt für GF (13) ein beliebiger
Doppelfehler).
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