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Trefpassfilter

lafit Signale mit Frequenz w < wg passie-
ren

sperrt Signale mit Frequenz w > wyg.

In Praxis: Vorgabe einer Schablone
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Hochpass-, Bandpass- und Bandsperrefilter
werden durch einfache Transtformationen des
Tietpassfilters erhalten.



Y(s) = H(s) - X(s)
H(s): Ubertragungsfunktion

X (s): Laplacetrf. der Eingangszeitfunktion
Y (s): Laplacetrf. der Ausgangszeitfunktion

(quadrierter) Amplitudengang:

H ) H(—5e) 2

Butterworth Filter: Fi,(w) = w"

T'schebyscheft Filter:

Frp(w) = Th(w) = cos(n arccos w)

Cauer Filter:
F(w) = Ry(w) = cd(n- f(w)) = cd(CO)

cd(x) ist eine sogenannte Jacobi-elliptische
Funktion (Cauerfilter enthilt Butterworth-
und Tschebyscheffilter als Spezialfille).



Ausgangspunkt: Orbitgleichung
W'+ u=a+38-u’ mitu=1/r(0),

wobel a und 5 Konstanten sind, die je nach
Anwendungsfall zu wéahlen sind:

G

- Klassische Planetenbahn: o = F(Q; B =0
- Relativistische Bahn: o = ng B = —2G
- Photon um Masse m: aa =0, 8 = 76—7;‘

- Elektron um Proton

- Andere (Elementar-)Teilchen

wobei
~v: Gravitationskonstante,
c: Lichtgeschwindigkeit,
©: Winkel,
Ga = T(MS +mp),
H = r?0e.



Exakte Losung der Orbitgleichung

Im Prinzip ist Losung in Buch von Lawden

zu finden:
1

- A+B-sn?(CO)

Problem: Die Konstanten A, B und C' sind
nur naherungsweise bestimmt worden (dies
war fiir die Bestimmung der Periheldrehung
von Merkur ausreichend).

r

Losung hat gleiche Gestalt wie Amplituden-
gang der Cauerfilter, da gilt:

sn(z+ K, k) = cd(z, k)

Interessant: Die Konstanten A, B und C
konnen verhéltnismafiig leicht exakt bestimmt
werden.

Mit dem Ansatz u = A+ Bsn?(CO, k) folgt
nach Termvergleich und etwas Rechnen die
exakte Losung.



Exakte Losung

_ 1
— A+B-sn?(0C6,k)

wobel
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Interessant: Die Konstante (' ist invariant

oegeniiber der Transformation k? — k' =
1 — k2.

Die Perihelverschiebung A© folgt somit zu:
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Benutzung von €2 = B/A (« Cauerfilter)

1 1
r=—-
A 1+ sn?(CO)
dann folgt
kY — k241
= 1— 1200 = 5 il ,
(k2 417
und
o 1 k2 /€
26 g2 41
1 k?
B = s
2P MR+l
O 1 1
2 \/3—€|—2€2k2_|_1
SOwle

3 2
A@4K\/ +2€ k2 41— 91 .
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Bahnkurve somit gegeben durch

) 34 €+ ;—22
r=2p 1+ €2 sn2(CO)

Der Wert von k oder € kann gegen Null ge-

hen und 25 mal dem Zéahler kann auf gewiinsch-

te Werte gesetzt werden (— Tschebyscheft-

und Butterworthfilter als Spezialtélle von Cau-

er Filtern).

Fiir Planetenbewegung ergibt sich

2 | €
34 €° + 2

"= TSchwarzschild 7 2. sn2(CO)

. ~ 2y(Mg+my)
wobel 7§ hwarzschild = R




Orbit von Photonen
Mit o = 0 und 8 = ym/c? folgt

)
52
( +26 -k2+1> =kt =k 41,

€

und somit

(2 + 2)

(2¢2+3)

Enthalt Kreisbahn mit Radius
T:36:3v-m/c2

Negative oder komplexe Werte von k sind
kein Problem (z.B. k = ¢ = +/—1 entspricht
dem Sinus Lemniscatus).

Mit
2( 2 9
T o Gl B
22 + 3
SOWIe

1 K
K) = sd(V 1+ K?
sn(u, iK) 1+H28 (V14 Kk=u, 1+%2)

(entsprechend bei cd)

2 =0 oder k%= —

10



folgt neuer Modul

Ko e (2 +2)
VitrZ | (E+1)-(e2+3)]
und der zuséatzliche Faktor im Argument der
ellipt. Funktion lautet

€2+ 1)(e? +3
- (e

Schlieflich folgt mit cn(iu, k) = 1/cn(u, k')
die Orbitgleichung in Abhangigkeit von 3, €
und © (passt nicht auf Folie).

Aus Endformel folgt die Ablenkung von Licht
2(e? +2)
el £ 3243

:>A@L:

wobei AO; = 4ym/(c?ry)
_ 2ym 64—|—3€2—|—3.

und 7 = g 35
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Wererstrass Theorie

Es gilt
€] — €3
Q) —
p( ) Sn2<\/€1 — 63@) —l_ 63 )
oder
C? 1+ k%) . C?
0(6) = _Ur k)&

- sn?(CO) 3

|
mit C = y/e1 — e3.

0(©)
@_/ %y ,
o VA — gy — g3

go und g3 sind die Weierstrass Invarianten,
wobei gilt ©2 = 4¢0° — g9 p — g3. Die Null-
stellen des Polynoms 4y> — go y — gs folgen
Al

e = — C?
23
2k — 1
— C?
€9 %
ke +1
€3 = — il 02,




und die Invarianten folgen zu
1

gQZE o &57
und
3 (k2+1)(k2—2)(k2—%)< 1 — 120 )
95 23 33 k2 + 1

Hieraus laft sich die Diskriminante g% —
27g§ und insbesondere die absolute Invari-
ante gg / (27g§) berechnen:

gg’ B (k4 — k% + 1)3

2795 (K2 +1)2- (k2 —2)2- (k2 - 12

Die Abbildungen:
k— K =+v1—k?und
k— %

lassen die absolute Invariante unverandert.
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Geschlossene Orbits
Fiir L - A© = 27, wobei L ganze Zahl.
Allgemeiner: L - A© =1 - 27, d.h.

3
L-(4K\/ t e k2+1—2m)=1-2m .
€2
Aufgelost nach €2
2 _ 3k

(3)? (1+7)> = (K2 +1)
(— Vereinfachung fiir Spezialfille wie klei-
nes k, Kreisbahn, L sehr gro8, etc..)
Interessant fiir Berechnung von exakten oder
angenaherten Losungen fiir L, :
Kettenbruchentwicklung von

L+l 2K |3+ €2
—_— = k2 4+ 1
L W\/ €2 i

beziehungsweise

L+1 2K Jk*—k>+1
L 1 —12a8
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Kann fiir komplexes K verallgemeinert wer-
den.

Besonders elegant und in geschlossener Form:
Lemniskatenfall k = i,d.h. sl(2) = sn(z,1)

_ 65

1+ €2 512(CO)

Gaufs: Lange der Lemniskate = Produkt zwei-
er GauBscher komplexer Zahlen

Satz von Eisenstein:

Sei a +1b eine Gaufische Primzahl der Form
a+1b=1mod 2+ 2¢ und z = sl(z) dann
oilt:

r

sl((a+1b)z) = x -
: a,2+192—1 :
wobei V(z) = « W(1/z) und die

Koeffizienten von W (z) Gauflsche ganze Zah-
len sind.
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Orbit von Elektron um Proton

65
1+v/1—12a8
noch weitere Losungen fiir Kreisbahnen:

Neben der Losung r = oibt es

Cauer filter —: Fiir €2 = k.

1 kB +2%%+k
26 (k2 + 3k + 1)

Setze o als Summe von Anteilen aus Gravi-
tation, Coulombfeld und drittem Anteil an:

a=(Go+Gr+Gea)/H?

= q =

Dann folgt:
28 (k2 +3k+1)2  4dwey’

28 (k2+3k+1)72 Ymp +me)me .

D. h. fiir das Verhéltnis von Gravitations-
kraft und Coulombkraft gilt:
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Kleine Geschwindigkeiten:

deq

q2

bel Einsetzen der Ruhemassen.

= k% =

Y (mp+me)me = 2,1 10~

Unter Benutzung der Feinstrukturkonstante

2
L qe .
AF = 50, erhalt man

qg B hc
= ap - — .
e 2T

D.h. fiir das Produkt der Krifte ! bei zwei
Teilchen mit Abstand r gilt:

/~C2042 he 2
-

or
Fir o« erhalt man
(k+1)? he
. C){ . — |
ue H? Fon

Korrespondenzprinzip: 4, — me.

o =

! Aus diesen Gleichungen folgen nach dem Spiegelungsprinzip geschlossene Losungen fiir das relativistische
Drei-Korper Problem.
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Analog bei allgemeiner Bahnkurve:

k2 26%k° + 3k% + € + 2¢

46 (2 +3)k2 + €2)2

Entsprechende Zuordnung zu den 4 Krétten:
= k? = Fo/Fp wie zuvor.

o =

K2+ 3k2+ + 1 he
o= uCH2 et o
g = 7Tk262ucH2
aphc((€2+3)k2 + €2)?
Ue —> Me

Ggt. andere Zuordnungen, je nach Wert von
k2 und €2,
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Abschlieffende Bemerkungen und Ausblick

- Eis besteht ein enger Zusammenhang zwi-
schen dem Amplitudengang von Cauerfil-
tern und relativistischen Bahnkurven.

- Ergebnisse von Cauerfiltern sind sehr niitz-
lich fiir die Berechnung von Bahnkurven
und Spektren.

- Es zeigt sich, dafl mit Cauerfiltern Bahn-
kurven von Teilchen beschrieben werden
konnen, die in die Umlautbahn einer zen-
tralen Masse gelangen, dort n Umdrehun-
gen durchfithren und dann die Umlauf-
bahn wieder verlassen.

- Zahlreiche Kurven und beriihmte geome-
trische Sétze tauchen bei Cauerfiltern aut,
die benutzt werden kénnen, um physika-
lische Effekte zu erkléren.

- Die hyperbolische Geometrie erscheint aut
vOllig natiirliche Weise.
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